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4 > ) � � � � )+ � ( - > &+ ) � ) �& ( $ µ0 $ µ1 >+ & 9 @ � � � -� + � - & ( R
d $ c )+ � ( - > @

D & - ) @ ?+ � ( - > &+ ) sL R
d → R

d >� -. � ( M µ0W &+ * �+ = ) & µ1 @

T s]µ0 = µ1* � ). s]µ0(B) := µ0(s
−1(B) U @

2 & ( M �sr - >+ & 9 � � �L

inf{

∫

Rd

c(x, s(x))dµ0(x) : s]µ0 = µ1},

+ � � �t � ) �& ( L 2 & ( M �ZY [ � ( ) & + & Q � D.
inf{

∫

Rd×Rd

c(x, y)dγ(x, y) : π0]γ = µ0, π1]γ = µ1}
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G = (N, A) z ( � ) � &+ � � ( ) � = � ( = D & ( ( � D ) � = M+ � > . $ P ⊂ N × N

T - & � + D � - � = � - ) @ U $ γs,d ≥ 0 � � - - ) & 9 � - � ( )W + & � s ) & d $ Cs,d

T ( & ( � � > ) R U - � ) &W - � � > � � > � ). - D & ( ( � D ) �( M s ) & d T (s, d) ∈ P U

� ( = C ). � �+ � ( �& ( @ ?+ �Q � � � �( M ) � � �W � ( D ) �& ( - T D & ( M � - ) �& ( U $W &+

a ∈ A w 7→ ta(w) T w ≥ 0 � & * & ( �+ D a U $ ta ( & ( ( � M � ) �Q � $

( & ( = � D+ � � - �( M @

� & - ) &W � > � ). r ∈ C M �Q � ( ). � � & * - (wa)a∈AL

Tw(r) :=
∑

a∈r

ta(wa)
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5 (, ( & * (L �+ D � & * - (wa)a∈A � ( = � � - - )+ �Q � � � �( M & ( � � D. + & � =

(hr)r∈C $ D & ( - )+ � �( ) -L
γs,d =

∑

r∈Cs,d

hr, wa =
∑

r3a

hr, wa ≥ 0, hr ≥ 0. T{� U

: 9 �L * . � ) � - � � & ( M Y ) �+ � - ) � � = R - ) � ) � & + � C� � � �9 + �� �

� & * Y D & ( z M� + � ) �& ( N

A �+ =+ & >L � - � = > � ). - . �Q � ) & 9 � -. &+ ) � - ) > � ). - $ M �Q � ( ). � � & *

D & ( z M� + � ) �& ( T - � � �� �+ ) & 1 � -. � C� � � �9 + �� � U @
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A �+ =+ & > � C� �� �9 + �� � T{� ��E UL (wa)a∈A $ (hr)r∈C - � ) � -W R �( M T � U

-� D. ). � ) $ ∀(s, d) ∈ P $ ∀r ∈ Cs,d $ �W hr > 0 $ ). � ( L

Tw(r) = min{Tw(r′), r′ ∈ Cs,d}

0 � D, � � ( $ 2 D �� �+ � $ A � ( - ) � ( T{� ��� U ( & ) � D � = ). � ) (wa)a∈A $

(hr)r∈C � - � A �+ =+ & > � C� � � �9 + �� � �S � ) � �( � � � B � -

C(w) :=
∑

a∈A

∫ wa

0
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0 � - � D � = � � -L > � ). Y = � > � ( = � ( ) � & = � � $ )+ �X D �( ) � ( - � ) R T )+ � ( - > &+ )

= � ( - � ) R U $ � ( = � � )+ � D = � > � ( = � ( M & ( ). � )+ �X D � ( ) � ( - � ) R @

Ω& > � ( 9 & � ( = � = D & ( Q �t -� 9 - � ) &W R
2 $ )* & >+ & 9 � 9 �� � ) R � � � -� + � - $

µ0 � ( = µ1 �( M1
+(Ω) $ &W + � - � = � ( ) - � ( = - �+ Q � D � - �( ). � D � ) R Ω $

)+ � ( - > & + ) � ) �& ( > � � ( -

Π(µ0, µ1) := {γ ∈ M1
+(Ω × Ω)L π0]γ = µ0, π1]γ = µ1} TE U
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- � ) - &W > � ). -
• C := W 1,∞([0, 1], Ω) $Q � �* � = � - � -� 9 - � ) &W C0([0, 1], R2) $

• Cx,y := {σ ∈ C : σ(0) = x, σ(1) = y} T x, y �( Ω U $

• l(σ) :=
∫ 1

0
|σ̇(t)| dt $ ). � � � ( M ). & W σ ∈ C $

•W &+ σ ∈ C $ σ̃ = � ( & ) � - ). � �+ D � � ( M ). + � > �+ � � � ) �+ � B � ) �& ( &W σ

9 � � & ( M �( M ) & C $ . � ( D � | ˙̃σ(t)| = l(σ) = l(σ̃)W &+ � @ � @ t ∈ [0, 1] $

• C̃ := {σ ∈ C : |σ̇| � - D & ( - ) � ( ) } = {σ̃, σ ∈ C} $

•W &+ Q ∈ M1
+(C) $ Q̃ ∈ M1

+(C̃) � - ). � >� -. W &+ * �+ = &W Q

). + & � M . ). � � � > σ 7→ σ̃ $
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•W &+ ϕ ∈ C0(Ω, R) � ( = σ ∈ C $

Lϕ(σ) :=

∫ 1

0

ϕ(σ(t))|σ̇(t)|dt = l(σ)

∫ 1

0

ϕ(σ̃(t))dt,

• e0(σ) := σ(0) $ e1(σ) := σ(1) $W &+ � � � σ ∈ C0([0, 1], R2) @

Q(µ0, µ1) = {Q ∈ M1
+(C) : e0]Q = µ0, e1]Q = µ1}.
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¥ ¦§¨ © ª © «¨ ¬­ ®¯°± ² ³b´ ¯ ®° ®µ ´± ² ®¯ ° ®¶ ·¸ ¹´± ² µ ² ® ² ´ º ° ³° µ ¯ (γ, p)

» µ ®¼ γ ∈ Π(µ0, µ1)°± ½ p = (px,y)(x,y)∈Ω×Ω µ ² ° ¾ ´ ¯ ¶¿ º°À µ¿ ¸ ´ º

³ ¯ ´Á ° Á µ¿ µ ®¸ À ¶ ° ²Â ¯ ¶ ² ´± C ²Â ¹ ¼ ®¼ ° ® px,y(Cx,y) = 1 º´ ¯ γÃ °Ä ¶Ä

(x, y) ∈ Ω × ΩÄ

Å ¯ ° Æ ¹ µ± ®¶± ² µ ®¸ Iγ,p ∈ M+(Ω)L ∀ϕ ∈ C0(Ω, R)

∫

Ω

ϕ(x)dIγ,p(x) :=

∫

Ω×Ω

(∫

Cx,y

Lϕ(σ)dpx,y(σ)

)
dγ(x, y) TV U

: + & 9 �9 �� � ) R & Q �+ > � ). - Qγ,p ∈ M1
+(C) M �Q � ( 9 R Qγ,p = p ⊗ γ
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3 � ) ) �( M Q = Qγ,p = p ⊗ γ $* � - � � > � R . �Q � Iγ,p = iQ* . �+ �

∫

Ω

ϕ(x)diQ(x) =

∫

C

Lϕ(σ)dQ(σ), ∀ϕ ∈ C0(Ω, R). T{Ç U

1 & ) � ). � )
iQ(Ω) =

∫

C

l(σ)dQ(σ)

� & ( M � - ) �& (L � � )+ � D * . � D . = � > � ( = - & ( ). � )+ �X D � ( ) � ( - � ) R

I 7→ GIL

cγ,p(x, y) :=

∫

Cx,y

LGIγ,p
(σ)dpx,y(σ)

T GIγ,p

� - � ( & ( ( � M � ) �Q �W � ( D ) �& ( * . � D . = � > � ( = -Y �( � * � R

- > � D �z � = � � ) �+ & ( Y & ( ). � )+ �X D � ( ) � ( - � ) R Iγ,p U @ ? & ) � �

)+ � ( - > & + ) � ) �& ( D & - )L

Cγ,p =

∫

Ω×Ω

cγ,p(x, y)dγ(x, y)
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4 > ) � � � � )+ � ( - > &+ ) � ) �& ( >+ & 9 � � � * � ). )+ �X D D & ( M � - ) �& (L

inf

{∫

Ω×Ω

cγ,p(x, y)dγ(x, y) : (γ, p) )+ � ( - > @ - )+ � ) � M R

}
. T� U

3 � ) ) �( M Q = Qγ,p = p ⊗ γ $ ). � - D � ( TW &+ � � � � R U 9 �+ �* + � ) ) � ( � -L

inf

{∫

Ω

GiQ
(x)diQ(x) : Q ∈ Q(µ0, µ1)

}
. T� U

* . �+ �

Q(µ0, µ1) = {Q ∈ M1
+(C) : e0]Q = µ0, e1]Q = µ1}.
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" ( >+ & 9 � � � T� U � � � & * -W &+ � &+ � M � ( �+ � � W & + � - &W D & ( M � - ) �& (

). + & � M . i 7→ Gi T ( & ( � � = W &+ Gi ) & 9 � � @ - @ D @ U @/ + & � ( & * & ( $* �

� - -� � � ). � ) G. � - ). �W & � � & * �( M � & D � � W & + �L

Gi(x) = g

(
di

dL2
(x)

)
,W &+ i << L2, T	Ð U

* � ). g ( & ( = � D+ � � - � ( M R+ → R+ -� D . ). � ) ). �W � ( D ) �& ( H

= � z ( � = 9 R H(z) = zg(z)W & + � � � z ∈ R+ � - D & ( Q �t � ( =

-� > �+ � � ( � �+ T � @ � @ limz→+∞ g(z) = +∞ U @
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? . � & > ) � � �B � ) �& ( >+ & 9 � � � + � � = - � -L

inf
Q∈Q(µ0,µ1)

H(iQ)* . �+ � H(i) =





∫
Ω

H(i(x))dx �W i << L2 $

+∞& ). �+ * � - � @

TG U

" ( ). � - � C� � � $* � - � R ). � ) � )+ � ( - > &+ ) � ) �& ( - )+ � ) � M R (γ, p) � -

& > ) � � � � �W Qγ,p - & �Q � - TG U @
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� 
× �� �

� - -� � > ) �& ( -L
• H � - D & ( Q �t � ( = ( & ( = � D+ � � - �( M & ( R+* � ). H(0) = 0 $

• ). �+ � �t � - ) - q > 1 $ � ( = > & - � ) �Q � D & ( - ) � ( ) - a � ( = b -� D. ). � )

azq ≤ H(z) ≤ b(zq + 1)W &+ � � � z ∈ R+ $

• H � - = �S �+ � ( ) � �9 � � & ( R+ $ � ( = ). �+ � �t � - ) - � > & - � ) �Q �

D & ( - ) � ( ) c -� D. ). � ) 0 ≤ H ′(z) ≤ c(zq−1 +1) $W &+ � � � z ∈ R+ $

• ). �W & � � & * � ( M - � )

Qq(µ0, µ1) := {Q ∈ Q(µ0, µ1) : iQ ∈ Lq} T � U

� - ( & ( � � > ) R @
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? . � & > ) � � � � )+ � ( - > & + ) � ) �& ( * � ). D & ( M � - ) �& ( >+ & 9 � � � ). � ( + � � = -

� -L

inf
Q∈Qq(µ0,µ1)

∫

Ω

H(iQ(x))dx. T � F U

1 & ) � � - R ) & D. � D, � >+ �&+ � ). � ) Qq(µ0, µ1) 6= ∅ $ 9 � )

• � ) . & � = -* . � ( �Q �+ µ0 � ( = µ1 �+ � Lq T O �: � - D � � � $: + � ) � � � � U $

• � � - & * . � ( Ω = [0, 1]2 � ( = µ0 � ( = µ1 �+ �+ � - > � D ) �Q � � R ). �

& ( �ZY = � � � ( - �& ( � �Ü �� - = &+ S � � � -� + � - &W ). �Q �+ ) � D � � - � = � - & W

). � - C� �+ � @
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Ý Þß ß à ¬á ¶ ® (Qn)n ∈ M1
+(C0([0, 1], R2))N ²Â ¹ ¼ ® ¼ ° ®

Qn(C) = 1 º´ ¯ ° ¿ ¿ n°± ½ ®¼ ¶ ¯ ¶ ¶â µ ² ® ² ° ¹´± ² ®°± ® M > 0 ²Â ¹ ¼

® ¼ ° ®ã

sup
n

∫

C

l(σ) dQn(σ) ≤ M.

Å ¼ ¶± ®¼ ¶ ² ¶ ä Â ¶± ¹ ¶ (Q̃n)n µ ² ®µ · ¼ ®°± ½ ° ½À µ ® ² ° ²ÂÁ ² ¶ ä Â ¶± ¹ ¶ ®¼ ° ®

¹´± å ¶ ¯ · ¶ ² » ¶ °æ ¿ ¸ ∗ ®´ ° ³ ¯ ´ Á ° Á µ¿ µ ®¸ Q ²Â ¹ ¼ ® ¼ ° ® Q(C) = 1Ä
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Ý Þß ß àç á ¶ ® (Qn)nÁ ¶ ° ² ¶ ä Â ¶± ¹ ¶ µ± M1
+(C) ® ¼ ° ® ¹´± å ¶ ¯ · ¶ ²

» ¶ ° æ ¿ ¸ ∗ ®´ ²´À ¶ Q ∈ M1
+(C)Ä è º ® ¼ ¶ ¯ ¶ ¶â µ ² ® ² i ∈ M+(Ω) ²Â ¹ ¼

® ¼ ° ® iQn

¹´± å ¶ ¯ · ¶ ² » ¶ °æ ¿ ¸ ∗ ®´ i µ± M+(Ω) ® ¼ ¶± » ¶ ¼ ° å ¶ iQ ≤ iÄ

Ü � ( D �
éê Þ «ë Þ ß ¬ Å ¼ ¶À µ± µÀ µì ° ®µ ´± ³ ¯ ´Á ¿ ¶À í{î ï ð ° ½À µ ® ² ° ²´ ¿ Â ®µ ´± Ä
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× � � 
 � 
 � � � 

 
� 
× �� �

Q ∈ Qq(µ0, µ1) - & �Q � - T{� F U �W � ( = & ( � R �W

∫

Ω

ξiQ = inf

{∫

Ω

ξiQ : Q ∈ Qq(µ0, µ1)

}

* � ). ξ := H ′(iQ) ∈ Lq∗ .

T{� � U

A . � ) = & � - � ) � � � ( & ( T ). � & > ) � � � � )+ � ( - > &+ ) - )+ � ) � M � � - UN "W

Q = p ⊗ γ $* . � ) D � ( 9 � - � � = & ( (p, γ)N � �(, * � ). D � � - - � D � �

2 & ( M �ZY [ � ( ) &+ & Q � D. ). � &+ R N
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T	ñ �+ R U/ &+ � � � � � ( � >� � � ) �& ( - $

∫

Ω

ξiQ =

∫

C

Lξ(σ)dQ(σ)

=

∫

Ω×Ω

(∫

Cx,y

Lξ(σ)dpx,y(σ)

)
dγ(x, y)

= inf
(γ,p)

∫

Ω×Ω

(∫

Cx,y

Lξ(σ)dpx,y(σ)

)
dγ(x, y)

= inf
γ∈Π(µ0,µ1)

∫

Ω×Ω

(
inf

p∈M1
+

(Cx,y)

∫

Cx,y

Lξ(σ)dp(σ)

)
dγ(x, y)

= inf
γ∈Π(µ0,µ1)

∫

Ω×Ω

(
inf

σ∈Cx,y
Lξ(σ)

)
dγ(x, y)

= � z ( �L

cξ(x, y) := inf
σ∈Cx,y

Lξ(σ)
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� l fh f k ga hj Ô f gj ^_ ^Ó �j _ j �j Ôa h � K m

3 & ). � ) z + - ) � RL
∫

Ω×Ω

cξ(x, y)dγ(x, y) ≤

∫

C

LξdQ

= inf
γ∈Π(µ0,µ1)

∫

Ω×Ω

cξ(x, y)dγ(x, y)

- & ). � ) γ - & �Q � - ). � 2 & ( M �ZY [ � ( ) &+ & Q � D. >+ & 9 � � �L

inf
γ∈Π(µ0,µ1)

∫

Ω×Ω

cξ(x, y)dγ(x, y).
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3 � D & ( = � R $
∫

C

Lξ(σ)dQ(σ) =

∫

Ω×Ω

cξ(x, y)dγ(x, y)

=

∫

C

cξ(σ(0), σ(1))dQ(σ)

� ( = - �( D � Lξ(σ) ≥ cξ(σ(0), σ(1)) $* � M � )

Lξ(σ) = cξ(σ(0), σ(1)) W &+ QY � @ � @ σ.

& + $ �( � ( � C� �Q � � � ( ) * � R $W &+ γY � @ � @ (x, y)& ( � . � -L

Lξ(σ) = cξ(x, y) W &+ px,yY � @ � @ σ.

4 W D & � + - � $ � � � ). � - � - & ( � RW &+ � � � - �( D � ξ � - & ( � R Lq∗ @

� � �L � �, � ). � >+ �Q �& � - � � ( � >� � � ) �& ( -+ � M & + & � - @
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� l fh f k ga hj Ô f gj ^_ ^Ó �j _ j �j Ôa h � K �

/ &+ � ( & ( Y ( � M � ) �Q � D & ( ) �( � & � - ξ ∈ C0(Ω)* � = � z ( �

cξ(x, y) = inf{Lξ(σ) : σ ∈ Cx,y}.

ò ë « ó «ô © ª © «¨ ¬á ¶ ® Â ² ° ² ²ÂÀ ¶ ® ¼ ° ® q < 2°± ½ ½ ¶ õ± ¶

α := 1 − 2/q∗ ö ®¼ ¶± ®¼ ¶ ¯ ¶ ¶â µ ² ® ² ° ± ´± Ã± ¶ ·° ®µ å ¶ ¹´± ² ®°± ® C ²Â ¹ ¼

® ¼ ° ® º´ ¯ ¶ å ¶ ¯ ¸ ξ ∈ C0(Ω, R+)°± ½ ¶ å ¶ ¯ ¸ (x1, y1, x2, y2) ∈ Ω4 ö ´± ¶

¼ ° ² ã

|cξ(x1, y1) − cξ(x2, y2)| ≤ C‖ξ‖Lq∗ (Ω) (|x1 − x2|
α + |y1 − y2|

α) .

T{�E U

÷ ´± ² ¶ ä Â ¶± ®¿ ¸ ö µ º (ξn)n ∈ C0(Ω, R+)N µ ²Á ´ Â± ½ ¶ ½ µ± Lq∗ ö ® ¼ ¶±

(cξn
)n° ½À µ ® ² ° ²ÂÁ ² ¶ ä Â ¶± ¹ ¶ ® ¼ ° ® ¹´± å ¶ ¯ · ¶ ² µ± C0(Ω × Ω, R+)Ä
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� l fh f k ga hj Ô f gj ^_ ^Ó �j _ j �j Ôa h � K �

/ + & � $ ( & * & ( $* � � - -� � � q < 2 $ � ( = W &+ � ( & ( Y ( � M � ) �Q �

ξ ∈ Lq∗(Ω)* � = � z ( �
cξ(x, y) = sup {c(x, y) : c ∈ A(ξ)} ,

* . �+ �

A(ξ) =
{

lim
n

cξn

�( C0 : (ξn)n ∈ C0(Ω), ξn ≥ 0, ξn → ξ � ( Lq∗
}

.
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� -W &+ Lξ $* � . �Q �L

Ý Þß ß à ø á ¶ ® Â ² ° ² ²ÂÀ ¶ ®¼ ° ® q < 2Ä á ¶ ® Q ∈ Qq(µ0, µ1) ö ξÁ ¶

° ± ´± Ã± ¶ ·° ®µ å ¶ ¶¿ ¶À ¶± ® ´ º Lq∗ ö°± ½ (ξn)nÁ ¶ ° ² ¶ ä Â ¶± ¹ ¶ ´ º

± ´± Ã± ¶ ·° ®µ å ¶ ¹´± ®µ± Â ´ Â ² º'Â± ¹ ®µ ´± ² ®¼ ° ® ¹´± å ¶ ¯ · ¶ ² ®´ ξ µ± Lq∗ ö

® ¼ ¶± ã
í µ ð (Lξn

)n ¹´± å ¶ ¯ · ¶ ² ² ®¯ ´± ·¿ ¸ µ± L1(C, Q) ®´ ²´À ¶ ¿ µÀ µ ® » ¼ µ ¹ ¼

µ ² µ± ½ ¶ ³ ¶± ½ ¶± ® ´ º ®¼ ¶ ° ³ ³ ¯ ´ â µÀ ° ®µ± · ² ¶ ä Â ¶± ¹ ¶ (ξn)n°± ½

» ¼ µ ¹ ¼ » µ¿ ¿ ° ·° µ± Á ¶ ½ ¶± ´ ®¶ ½ LξÄ

í µ µ ð Å ¼ ¶ º´ ¿ ¿ ´ » µ± · ¶ ä Â ° ¿ µ ®¸ ¼ ´ ¿ ½ ² ã
∫

Ω

ξ(x)iQ(x) dx =

∫

C

Lξ(σ) dQ(σ). T{� V U

í µ µ µ ð Å ¼ ¶ º´ ¿ ¿ ´ » µ± · µ± ¶ ä Â ° ¿ µ ®¸ ¼ ´ ¿ ½ ² º´ ¯ QÃ °Ä ¶Ä σ ∈ Cã

Lξ(σ) ≥ cξ(σ(0), σ(1)). T{� Ç U
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� . �+ � D ) �+ � B � ) �& ( &W & > ) � � � � )+ � ( - > &+ ) - )+ � ) � M � � -L

éê Þ «ë Þ ß ç á ¶ ® Â ² ° ² ²ÂÀ ¶ ® ¼ ° ® q < 2°± ½ ® ¼ ° ® H µ ² ² ®¯ µ ¹ ®¿ ¸

¹´± å ¶â Ä ­ ®¯ °± ² ³b´ ¯ ®° ®µ ´± ² ®¯ ° ®¶ ·¸ (γ, p) µ ² ´ ³ ®µÀ ° ¿ µ º °± ½ ´± ¿ ¸ µ º ö

² ¶ ® ®µ± · Q := Qγ,p°± ½ ξ := H ′(iQ) ö ´± ¶ ¼ ° ² ã

îÄ γ ²´ ¿ å ¶ ² ®¼ ¶ù ´± · ¶ Ã ú °± ®´ ¯ ´ å µ ¹ ¼ ³ ¯ ´ Á ¿ ¶À ã

inf
γ∈Π(µ0,µ1)

∫

Ω×Ω

cξ(x, y)dγ(x, y), T � � U

ûÄ º´ ¯ QÃ °Ä ¶Ä σ ∈ C ö ´± ¶ ¼ ° ² ã
Lξ(σ) = cξ(σ(0), σ(1)). T{�� U
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� � � � � � o � 
� � � �	� 
� 
 � � 
 �

D & ( M � - ) �& ( W � ( D ) �& ( gL R+ → R+ D & ( ) � ( � & � - �( D+ � � - �( M � ( =

- � ) � - z � - azq−1 ≤ g ≤ b(zq−1 + 1)W &+ � � � z ∈ R+ � ( = - & � �

q ∈ (1, 2) @ ? . � ( W & + � ( R )+ � ( - > & + ) � ) �& ( - )+ � ) � M R (γ, p) -� D. ). � )

Iγ,p ∈ Lq $ ). � )+ � ( - > &+ ) � ) �& ( D & - )W � ( D ) �& ( + � -� � ) �( MW + & � ). �

- )+ � ) � M R (γ, p) � - cξW &+ ξ := g ◦ Iγ,p ∈ Lq∗ @

¥ ¦§¨ © ª © «¨ ç ­ ®¯°± ² ³b´ ¯ ®° ®µ ´± ² ®¯ ° ®¶ ·¸ (γ, p) µ ² °± ¶ ä Â µ¿ µÁ ¯ µ ÂÀ

µ º Iγ,p ∈ Lq°± ½ ö ² ¶ ® ®µ± · ξ := g ◦ Iγ,p´± ¶ ¼ ° ²

îÄ Lξ(σ) = cξ(σ(0), σ(1)) º´ ¯ Qγ,p

Ã °Ä ¶Ä σ ∈ C ö

ûÄ γ ²´ ¿ å ¶ ² ®¼ ¶ù ´± · ¶ Ã ú °± ®´ ¯ ´ å µ ¹ ¼ ³ ¯ ´ Á ¿ ¶À ã
inf

γ∈Π(µ0,µ1)

∫

Ω×Ω

cξ(x, y)dγ(x, y).
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ü fh� h ^ Èc ~j � a a ý� j ~j þ hj f m ¤

éê Þ «ë Þ ß ø �± ½ ¶ ¯ ®¼ ¶ ° ² ²ÂÀ ³ ®µ ´± ² ´ º ®¼ µ ² ³° ¯ ° · ¯ ° ³ ¼ ö ®¼ ¶ ¯ ¶

¶â µ ² ® ² °± ¶ ä Â µ¿ µÁ ¯ µ ÂÀ Ä ù ´ ¯ ¶ ´ å ¶ ¯ (γ, p) µ ² °± ¶ ä Â µ¿ µÁ ¯ µ ÂÀ µ º °± ½

´± ¿ ¸ µ º Q := Qγ,p ²´ ¿ å ¶ ² ® ¼ ¶À µ± µÀ µì ° ®µ ´± ³ ¯ ´ Á ¿ ¶À ã

inf
Q∈Qq(µ0,µ1)

∫

Ω

Hg(iQ(x))dx » µ ® ¼ Hg(z) :=

∫ z

0

g(s)ds, ∀z ∈ R+.

2 &+ � M � ( �+ � � ). � ( A �+ =+ & > � C� �� �9 + �� � T* . �+ � γ � - z t � = U @

# � - �� R � = � > ) - ) & ). � D � - � &W � z t � = γ $ & ( � R D. � ( M � - ). �

D & ( - )+ � �( ) & ( QL

∫

C

f(σ(0), σ(1))dQ(σ) =

∫

Ω×Ω

f(x, y)dγ(x, y).
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� �� �� � � � � � � � � 
 � 
 �

¥ � à	 © ª 


ξ := H ′(iQ) - & �Q � -
sup

ξ∈Lq∗ , ξ≥g(0)

W (ξ) −

∫

Ω

H∗(ξ(x))dx T � Ð U

* . �+ � H∗ � - ). � ! � M � ( =+ �ZY/ � ( D. � � )+ � ( -W &+ � & W H � ( =L

W (ξ) := inf
γ∈Π(µ0,µ1)

∫

Ω×Ω

cξ(x, y)dγ(x, y).
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� Þ� ª «ë 
 � à 	 � Þ� ß Þ àô � ë Þ� «ë ß � 	 à ª © «¨

/ &+ Q ∈ Qq(µ0, µ1) $ = � z ( � ). �Q � D ) &+ � � � -� + � ~iQ9 R $

∀X ∈ C0(Ω, R2)L
∫

Ω

X(x)d~iQ(x) =

∫

C

(∫ 1

0

X(σ(t)) · σ̇(t)dt

)
dQ(σ), .

" ) � - � � - R ) & D. � D, L

div(~iQ) = µ0 − µ1, � ( = ‖~iQ‖ ≤ iQ.
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3� M M � - ) - ) & D & ( - � = �+
inf

{∫

Ω

H(p) : div(p) = µ0 − µ1

}

T{� G U

T - � � M . ) �9 � - � & W ( & ) � ) �& ( - H(p) = H(|p|) U $� ( � C� � � � ( � � �B �+

p = ∇H∗(∇u)* . �+ � u - & �Q � - ). � T ) R > � D � � � R = � M � ( �+ � ) � U � � � � > ) � D

� C� � ) �& (

div(∇H∗(∇u)) = µ0 − µ1.

0 R � & ( & ) & ( � D � ) R &W H $ & ( � . � - inf T � F U ≥ inf T � G U @
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Ü �� + � - ) � D D & ( - )+ � D ) �& ( &W � ( & > ) � � �B �+ QL D & ( - � = �+ T � - � ( # Q � ( -

� ( = � � ( M 9 & U ). � 4 O #

Ẋ(t, x) =
p(X(t, x))

(1 − t)µ0(X(t, x)) + tµ1(X(t, x))
, X(0, x) = x.

� ( = = � z ( � Q
∫

C

F (σ)dQ(σ) =

∫

Ω

F (X(., x))dµ0(x)

9 R D & ( - )+ � D ) �& ( $ iQ = |p| � ( = ). � (
∫

Ω

H(iQ(x))dx = inf(18)

- & ). � )W &+ � � � � R Q � - & > ) � � � � @ 0 R -� � ) � 9 � �+ � M� � �+ � B � ) �& (

inf T{� F U = inf T{� G U @
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� � � �� 
 � � � � � � � �Ö 
� � � 
 � 


3 ) �+ )* � ). ). � =� � �W &+ � � � � ) �& (

inf
ξ∈Lq∗ , ξ≥ξ0=g(.,0)

J(ξ) =

∫

Ω

H∗(x, ξ(x))dx − W (ξ)

) & D & � >� ) � ). � & > ) � � � � � � )+ � D ξ = ∂iH(x, iQ(x)) @ � � - � & W �

z t � = T = � - D+ � ) � U )+ � ( - > &+ ) > � � ( γ =
∑

γαβδ(Sα,Tβ)L

W (ξ) :=
∑

γαβcξ(Sα, Tβ).

A . �+ � cξ(S, .) � - ). � å µ ² ¹´ ² µ ®¸ - & �� ) �& ( T& + � �+ M � - ) W 1,q∗ � @ � @

-� 9 - & �� ) �& ( U &W ). � # �, & ( � � � C� � ) �& (
‖∇U‖ = ξ; Uξ(S) = 0 T � � U

T+ � D � � � q∗ > 2 U @
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3 > � D � = � - D+ � ) � B � ) �& ( $ � � -. - �B � h $ D & ( - � - ) � ( ) T 3 & � M � ( � = � - $

0 �+ � � -Y 3 & � M � ( � = � - $  & � R Y ? & � + � ( U = � - D+ � ) � B � ) �& ( &W ). � # �, & ( � �

� C� � ) �& (L
(

max{(Ui,j − Ui−1,j), (Ui,j − Ui+1,j), 0}

hx

)2

+

(
max{(Ui,j − Ui,j−1), (Ui,j − Ui,j+1), 0}

hy

)2

= (ξi,j)
2.

D � ( 9 � - & �Q � = �X D � � ( ) � R 9 R 3 � ). � � ( r -/ � - ) 2 �+ D . �( M 2 � ). & = @

1 & ) � ) �& ( L ch
ξ (S, T ) $ = � - D+ � ) �W � ( D ) �& ( � �

Jh(ξ) = h2
∑

i,j

H∗(i, j; ξi,j) −
∑

r,s

ch
ξ (Sα, Tβ)γα,β,

1 & ) � ). � ) � � D. Jh � - D & ( Q �t @
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ΓY D & ( Q �+ M � ( D �L

éê Þ «ë Þ ß � Å ¼ ¶ ² ¶ ä Â ¶± ¹ ¶ ´ º º'Â± ¹ ®µ ´± ° ¿ ² Jh Γ− ¹´± å ¶ ¯ · ¶ ² » µ ®¼

¯ ¶ ² ³ ¶ ¹ ® ®´ ®¼ ¶ » ¶ °æ Lq∗ ¹´± å ¶ ¯ · ¶± ¹ ¶ ®´ ® ¼ ¶ ¿ µÀ µ ® º'Â± ¹ ®µ ´± ° ¿ JÄ

ù ´ ¯ ¶ ´ å ¶ ¯ ö° ² ® ¼ ¶ ² ¶ ä Â ¶± ¹ ¶ (Jh)h µ ² ¶ ä Â µÃ ¹´ ¶ ¯ ¹ µ å ¶ °± ½ ¶ å ¶ ¯ ¸

º'Â± ¹ ®µ ´± ° ¿ ö J µ± ¹¿ Â ½ ¶ ½ ö µ ² ² ®¯ µ ¹ ®¿ ¸ ¹´± å ¶â ö í ² ®¯ ´± · ð ¹´± å ¶ ¯ · ¶± ¹ ¶

´ º ®¼ ¶ Â± µ ä Â ¶À µ± µÀ µì ¶ ¯ ² °± ½ ´ º ® ¼ ¶ å° ¿ Â ¶ ² ´ º ®¼ ¶À µ± µÀ ° µ ²

· Â ° ¯ °± ®¶ ¶ ½Ä
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� � � a hj k f ~ f È È h ^Ò j � f gj ^_ m �

3 & �Q � ( M ). � = � - D+ � ) � >+ & 9 � � � 9 R � -� 9 M+ � = � � ( ) = � - D � ( ) � � ). & = $

Jh �( Q & �Q � - � = �S �+ � ( ) � � 9 � � > �+ ) � ( = � D & ( Q �t . & � & M � ( & � - & ( � @

: + & 9 � � � L D & � >� ) � � ) � � D. � ) �+ � ) �& ( � -� 9 M+ � = � � ( ) &W ). �

- � D & ( = > �+ ) @1 & ) - )+ � � M . )W &+ * �+ = 9 � ) > & - - �9 � �+ � D� + - �Q � � R 9 R �

� � ). & = ). � )� - � - ). � - � � �+ � D� + - �Q � ) R � - ). �/ 2 2 @

3 �Q �+ � � & ). �+ � > > � � D � ) �& ( - & W ). � - - )+ � ) � M R ) & D & � >� ) � 9 R/ 2 2

� -� 9 M+ � = � � ( ) &W = � - ) � ( D � -* � ). + � - > � D ) ) & � � )+ � D -L � ( Q �+ - �

>+ & 9 � � � - �( ) & � & M+ � > . R $ & > ) � � � � = � - � M ( &W & 9 - ) � D � � - ) & >+ �Q � ( )

� � - - )+ � ( -W �+ T 0� ) ) � B B & U @ @ @
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